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CAPACITA E DEFINIZIONE PUNTUALE DELLE FUNZIONI DI SOBOLEV

1. CAPACITA

Dati R > 0, o € R? e un insieme A C R?, definiamo

cap (A; Bag(wo)) = inf { /

|Vul>de : uw € H}(Bar(2o)), u>1 a.e. in un intorno di AN BR(I())}.
Bar(zo)

Inoltre, possiamo assumere a priori che le funzioni w siano positive, ovvero

cap (A; Bag(wo)) = inf { / |Vu|?>dz - u € Hy(Bar(zo)),
Bar(zo)
0<u<1in Bog(xg),
uw=1 a.e. in un intorno di AN BR(Io)}.

Scriveremo spesso il problema nella seguente maniera

cap (A; Bag(wo)) = inf { /

|Vul>de : u € IC(A;BQR(xO))},
Bar(zo)

dove I'insieme K (A; Bagr(z0)) di funzioni ammissibili ¢ dato da

K(A; Bag(zo)) == {u € H}(Bar(z0)), =1 a.e. in un intorno di AN Bg(z), 0<u <1 in BQR(;EO)}.

2. ESEMPI E OSSERVAZIONI SULLA CAPACITA DEGLI INSIEMI APERTI

In seguito, in questa sezione, saranno utili i seguenti risultati

Lemma A. Sia u € H'(R?). Allora, sono equivalenti:
(1) u € Hy(Br);
(2) u = 0 Lebesgue a.e. su R%\ Bp.

Proof. L’implicazione (1) = (2) & ovvia. Dimostriamo che (2) = (1). Sia v € H*(R?) una
funzione tale che u = 0 a.e. su R?\ Bg. Consideriamo la funzione

us(z) == u((1+e)x).
Allora, u. € H*(R?) e u. converge forte-H'(R?%) a u (oin realta, la convergenza debole-
H'(R?) & sufficiente). Inoltre, uc = 0 a.e. in R*\ Bg/(14). Di consequenza, u. € Hg(Bg).
Ma allora anche u € H} (Bg). O
Lemma B. Sia u € H'(R%). Allora, sono equivalenti:
(1) u€ Hy(R?\ Br);
(2) u =0 Lebesgue a.e. su Bp.

Lemma C. Sia u € H*(R%). Allora, sono equivalenti:
(1) U — hR S H&(BQR \ER),
(2) u =1 Lebesgue a.e. su Bg e u = 0 Lebesgue a.e. su R?\ Byg;

dove hg ¢ la funzione dell’esempio successivo.

Esempio 1. La capacita di B in Bog e data da

cap(Bg; Bag) = / |VhR\2dx,
Bar\Br
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dove hr é la funzione armonica
Ahgr =0 in Bsgr)\ Bgr, hg=1 on Bg, hr=0 in R4\ Byg,

ovvero hgr € l'unica soluzione del problema variazionale
min{/ \Vu|>dz : u € Hy(Bag), u=1 a.e. on BR}.
Bar

In particolare,
hr(z) = b1 (*/R),
e di consequenza,

cap(Br; Bag) = /

[Vhg|* dz = RH/ |Vhi|? de = C4R*2.
Bar\Br

B2\31
Esercizio 2. Piu in generale, per ogni 0 < r < R, la capacita di B, in Br e data da
cap(By; Br) = / |VhT,R\2da?,
Bgr\B:r
dove h, g € la funzione armonica
Ah.p=0 in Bp\B,, h.p=1 on B,  h.g=0 in R?\Bg.

Calcolare esplicitamente
cap(B;; Br)
in funzione di r, R e la dimensione d.

Lemma 3. Se A C Bg ¢é un aperto, allora esiste una funzione uy che realizza il minimo
min{/ |Vul?dr : u€ Hy(Bag), u=1 a.e. su A}.
Bar

Inoltre,
e il minimo uy € unico;
0 <wua <1 su Bagr;

cap(A4; Bor) = / |Vual? de;
Bar )
se Ay C As sono due aperti, allora

ua, <ua, € / Vg, [* dz 2/ Vg, | do.
Bar Bar

Corollario 4. Se A C Bg, allora

cap(A; Bag) = min { /

Bar
dove hr ¢ l'unica soluzione del problema variazionale

\Vul?dr : u € K(A;Bar), u < hp ae. su BQR},

min{/ |Vul>de : u € Hy(Bar), u=1 a.e. su BR}.
Bar

3. LA CAPACITA DI UN INSIEME DI MISURA POSITIVA

Sia A C R? un insieme misurabile e sia u € H}(Bag) una funzione tale che v > 1 in un intorno di A N Bg.
Allora, per la disuguaglianza di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev

d—2 da—2
B - T
AN B 7 < </ u) < (/ |u|f—dz) <Cuf |vuis
ANBRr Bogp Bar

dove Cy € una costante dimensionale. Di conseguenza,

|[AN BR|GZ%2 < Cycap(A; Bag).



4. TRACCE E INSIEMI DI CAPACITA POSITIVA

Sia © un insieme aperto con bordo regolare C' in R%. Supponiamo
0€0Q
e che 9Q N Bp, sia il grafico di una funzione C.
g:Br =R

Se A sia un sottoinsieme di QN B di misura di Lebesgue £~ positiva su 92 (ovvero tale che g~*(A) Cc R4~}
ha misura di Lebesgue positiva in R4~1); allora

cap(A4; Bag) > 0.
Infatti, per il teorema della traccia, se u & una funzione in X(A; Bog) tale che u = 1 in un intorno di A, allora

HIL (AN Br) < /

90NBR

u? dH < Cd,R/ |Vul|? d.

Bar

5. ALCUNE PROPRIETA GENERALI DELLA CAPACITA
Lemma 5. Siano A, C Ay due sottoinsiemi di Br C R%. Allora,
cap(A1; Bag) < cap(Ag; Bar).
Corollario 6. In dimensione d > 2, la capacita di un punto é nulla.
Proof. Usando la soluzione dell’esercizio 2, mostrare che, per ogni R > 0 fissato, si ha
}ig(l) cap(B,; Br) = 0.
Concludere usando Lemma 5. 0
Lemma 7. Per ogni insieme A C Bg si ha
cap(A; Bagr) = inf { cap(€); Bag) : Qaperto, AC ) C BR}.
Proof. Segue direttamente dalla definizione. O
Proposizione 8. Per ogni coppia di insiem: U,V C Bpr si ha
cap(U U V; Bag) + cap(U NV; Bagr) < cap(U; Bag) + cap(V'; Bag).
Proof. Siano f € IC(U;BQR) egE€ IC(V; BQR) tali che
cap(U; Bzr) S/

\Vf[Pdz <e+cap(U;Bar) e cap(V;Bag) < / |Vg|? dz < & + cap(V; Bag).
Bar

Bar
Mostrare che

cap(U U V; Bag) + cap(UNV; Bag) < / \Vf|? dz +/ |Vg|? da.

Bar Bar

Proposizione 9. Siano Bor una palla in RY e (Ar)k>1 una successione crescente di insiems tale che
A 1T Ao
Allora,
cap(Ag, Bagr) 1 cap(Aso, Bar).
Proof. Per ogni k > 1, scegliamo una funzione ammissibile uj € K(A; Bag) tale che
€
cap(Ag, Bag) < / |Vug|? de < cap(Ay, Bag) + o
Bar
Per ogni m > 1, definiamo
h,, = max {ul,u2, ... ,um}

ed osserviamo che
hm = Uy, V hm—1~



Di conseguenza

/ \th|2dx:/ IV (A1 V um)|? dx
BQR BZR

S 7/ |V(hm—1 A Um)‘zdl' +/ ‘th,_1‘2dlli +/ |VUm|2 dx
B2r Bar Bar
< - Cap(Am—la B2R) +/ |th_1|2 dx + (Cap(AmaBQR) + 2%)

Bar
Quindi, possiamo mostrare per induzione che

m

€
/B |th|2 S Cap(Anm BQR) + Z 27 .
2R j=1
Sia ora
hoo := lim h,, .
m—r 00

Osserviamo che ho, € H}(Bag), hoo > 1 in un intorno di A, e che inoltre si ha

/ |Vheo!?dz < lim cap(A,,, Bag) +¢.
Bar

m—o0

Questo conclude la dimostrazione. O

6. INSIEMI DI CAPACITA NULLA

Definizione 10. Sia A un insieme di R%. Diremo che A ha capacita nulla se

cap (A; BQR(xO)) =0 per ogni palla Baog(zg) C R,

Osservazione 11. Se A C R? ha capacita nulla e B C A, allora anche B ha capacita nulla.

Osservazione 12. Se A C R? ¢ B ¢ R? hanno capacita nulla, allora anche AU B ha capacita nulla.

o0
Osservazione 13. Se A, C R?, k > 1, é una successione di insiemi di capacita nulla, allora anche Ao = U Ay
k=1

ha capacita nulla.

Proposizione 14. Se A puo essere ricoperto da una quantita numerabile di palle
Bp,(7x), k=1,
tali che
cap (A;Bng (a:k)) =0 perogni k>1,
allora A ha capacita nulla.
Viceversa, se A ha capacita nulla, allora la famiglia di palle

{Bk}k21
é un ricoprimento numerabile di A e per definizione si ha che
cap (A;ng) =0 perogni k>1.
Proof. Sia Bp, (z1) una famiglia di palle tale che
cap (A; Bog, (z;)) =0 per ogni k> 1.
Sia Br(zg) C R<. Possiamo assumere che x, = 0. Basta mostrare che
cap (A; BQR) =0.

Siccome
A= U AN BRk(xk),
E>1
basta mostrare che
cap (A N Br, (x); BQR) =0.



Ora, fissiamo & > 0 ed osserviamo che esiste una funzione uy € H{(Bag, (1)) tale che
/ (\Vuk|2 + ui) dr<e e wur=1 inunintornodi AN Bg,(zk).
Sia inoltre pr € H'(Bsg) una funzione tale che

1
(pRil su BR, OgchSl e |V(pR|:E su BQR\BR.

Allora,

cap (AN Br, (21); Bar) < /

2 2
IV (urpr)|? da < 2/ |Vuk|2+7/ uj de < <2+2) E.
Bzr Bop R Bog R

Siccome € > 0 ¢ arbitrario (mentre R ¢ fissato), abbiamo la tesi. O

Osservazione 15. I punti in R%, d > 2, hanno capacita nulla.
Osservazione 16. L’insieme dei punti con coordinate razionali Q% ha capacita nulla in R%, d > 2.

Definizione 17. Si dice che una proprieta vale cap-quasi-ovunque, se vale al di fuori di un insieme di capacita
nulla.

7. CAPACITY ESTIMATE

Proposizione 18. Sia u € H}(Bar) una funzione data e sia

1
A= {x cR? :
|Br| JB, ()

u>¢e perun qualche 1 € (0, R/Q)}.

Allora

C
cap (A4; Bag) < —Qd/ |Vu|? da,
€ Bar

dove Cy & una costante dimensionale.

Proof. Possiamo supporre che € = 0 e che u > 0.
Consideriamo la famiglia F di tutte le palle B,.(z) tali che:
e x c ANBg;
. N R 1
e ilraggior etaleche 0<r< — e —— u > 1.
2 |Br| JB,(2)

Applicheremo alla famiglia F il seguente teorema di Besicovitch.

Teorema di ricoprimento di Besicovitch. Sia A un insieme in R%. Sia F una
famiglia (non necessariamente numerabile) di palle tale che:

e i centri delle palle B € F sono punti di A4 ;
e sup{diam(B) : B€ F} < 400 ;
e F & un ricoprimento di A.

Allora, esistono N (N & un numero intero che dipende solo dalla dimensione d)
sottofamiglie di F
G1,---,9nN
tali che:
e Gy U---UGy € un ricoprimento di A;
e ogni famiglia G; ¢ costituita di una quantita numerabile di palle disgiunte.




Sia ora G; una delle sottofamiglie di F date dal teorema di Besicovitch. Possiamo scrivere G; come

G; = {Bjx + ken}.
Per ogni palla
Bji =B, , (k)
consideriamo la funzione
gj,k = (M(’LL, Bj’k) — u)+
dove
M (u; Bj i) := L/ u(z)de > 1.
|Bjk| JB,,
Sia
hjk € Ho(Bar, . (251)) C Hy(Bag)
un’estensione di g; 1 : B;r — R. Ricordiamo che possiamo scegliere h; ; in modo di avere

1
hjr>0 e / (Vhj|?de < Cy / Vgjnl>de+ —— gipdx |,
R4 Bjk "5k J Bk

dove Cy € una costante dimensionale e r;; ¢ il raggio di Bj . Ora, per la definizione di g, ;, abbiamo

1
/ [Vhjx|*dz < Cq (/ Vgjn|* do + —- i dfﬂ)
R Bj.k Tik J B
1
< Cy / |Vu|2d:c+7 (M(u;Bj,k) fu)2d:c
Bjk Tik J B

S Cd/ |VU|2d$C,
B],k

dove per I'ultima disuguaglianza abbiamo usato la disuguaglianza di Poincaré in B, ,

2
1
- (u—][ u) deCd/ |Vul|? dz.
= JB, B, B,

Ora, osserviamo che per costruzione
u+hjr > M(u;Bjr) >1 in Bjpg.
Di conseguenza, scegliendo la funzione
hoo := sup{hj,k ge{l,..., Ny}, ke N},
abbiamo che
U+he >1 inogni Bjy = %+ hso > 1 in un intorno di AN Bpg.
D’altra parte, hoo € H'(R?) e
/ |Vhoo!|? dz < Cd/ \Vu|? dz,
R4 Rd

dove Cy e una costante dimensionale. Infine, osserviamo che

cap(A; Bag) < / IV (u+ hoo)|* dz < 2/ |Vul|* dz + 2/

Bor Bar Bar

Vhoo|? dar < cd/ IVl dz.

Bar



8. DEFINIZIONE PUNTUALE DELLE FUNZIONI DI SOBOLEV
Lemma 19. Sia u € H*(R?). Allora, linsieme

1
A= {Io S Rd : hmsupﬂ/ \Vu\de > O}
r By (o)

r—0

ha capacita nulla.

Proof. Mostreremo che per ogni € > 0 I'insieme

1
A, = {.TQ eR? : limsup —— |Vul? dz > 5}
2 f5 o)

r—0
ha capacita nulla.
Step 1. A. ha misura nulla.

Infatti, siccome |Vu|? ¢ integrabile, abbiamo che per Lebesgue quasi-ogni zo € R? il limite

1
lim — / |Vul|? de
r—0 7 Bv-(wo)

esiste ed e finito. D’altra parte, per i punti zg € A., questo limite & 4oc.

Step 2. Per ogni § > 0 esiste un aperto Us che contiene A, ed ¢ tale che

/ |Vu|? dz < 6.
Us

Step 3. Consideriamo la famiglia F di palle B,.(z() con centro 2y € A, e raggio r € (0,1) tale che
1

— |Vul> dz > e.
jd—2 /BT(%)

Applicando il teorema di Besicovitch, otteniamo N = N(d) sottofamiglie di F
g17 sty gN

di palle disgiunte. Fissiamo ora l'indice j e scriviamo

Con 7, invece denoteremo il raggio della palla B; j.

B, (z9) C Us e

Step 4. Fissiamo ora la palla Bg, dove R > 1 & un raggio abbastanza grande. Consideriamo l'insieme
a;={zeBnBr : k=1}.

Mostreremo che

1)
cap(A;; Bag) < Cdg-

Ora, per ogni palla B, = B,(z) (in G; e tale che Bg N B, # () consideriamo una funzione radiale h; j tale
che
1
hjr=1 su B.(z), hjr € Hy(Bay(2)) , [Vhj il = L su By, (z) \ B(z).
Prendendo
hj = m]?x hjyk,

otteniamo che h; € H{(Bar)

1
IVhjxl>de=Ca) =

BQTj,k(IJG“') kE 4.k

S@z/ |vu|2dxg@/ \Vu\Qngé.
€ 7B, e Ju, €

/ \Vhj|?da <)
Bar k
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Step 5. Ora siccome
N

A.nBgr C | 4,
j=1
abbiamo che
)
cap(AE N Bg; BQR) < Cdg

Siccome la costante ¢ & arbitraria, abbiamo la tesi.

Teorema 20. Per ogni u € H'(R?) esiste un insieme N' C R?, di capacita nulla, tale che il limite

lim u(x) dx
=0 B, (-7;0)

esiste per ogni Tg € RT\ N,

Proof. Mostreremo che per ogni R > 0 esiste un insieme N (R) C Bg di capacita nulla in By e tale che

lim uw(z)dzr esiste per ogni w9 € Br \ N(R).
r—0 Br(m())

A meno di moltiplicare u con una funzione cut-off, possiamo assumere che u € Hg (Bag).

Sia A l'insieme studiato nel lemma precedente

1
A= {xo eR? : lim sup —— / |Vu|? dz > O}.
r—0 T4 B, (z0)

Allora, per ogni
Xo € Rd \ A,

abbiamo
2

lim —— |Vu|? dz = 0.
r—0 ‘B | Br(xo)
Di conseguenza, per la disuguaglianza di Poincaré,

lim —— ! (u(m) - M (u; Br(mo)))2 dx =0 dove M (u; By (x0)) =

=0 [B,] /B, (z) 1Br| J B, (20)

Fissiamo ora € > 0 e per ogni n > 1 scegliamo una funzione ¢,, € C°(Bag) tale che
€

||U - LPn”Hl(BZR) < on”

Definiamo 'insieme

1
— @pldx > per un qualche raggio r € (0, R/Q)}.

1
A, = { Br : —
To € DR B, ] B, (20) | on/2

Per la Proposizione 18, abbiamo che
n 9 Cq
cap(Ay; Bag) < Cy42 |V, |” de < o

Bar
Ora, definendo
= U A,
n>1
abbiamo che
cap (Az; Bag) < Cae
e per ogni xy € By \ A; si ha

1
lu—pnldr <
|B | B, (x0) 2 /2

per ogni 7 € (0,8/2) e perogni n>1.



Di conseguenza,

|on(z0) — M (u; By(z0))] < Bl,|/ o lon — on(xo0)| da

T I/ e M B ) d

lon — u| da.

|B,,| B, (x0)
e quindi

lim sup ’gon xo) — M(y; Br(fo))| < :
r—0 2"/2

Ma allora, per ogni m,n € N,
1

1
lon(T0) — @m(w0)| < ER + CXICR

Quindi la successione di funzioni
on:Br\(AUA.) > R

converge uniformemente ad una funzione continua
ve : BR\(AUA.) =R
e per ogni 7o € R4\ (AU A,), si ha

lim |gps(xg) — M (u; Br(xo))| < lim sup (|<ps(:c0) wn(xo | + |<pn Zo) |
r—0 r—0

= ‘905(330) - 907L(330)| + lim sup |<Pn(x0) (u; Br(z ))} < 277./2
r—0
Siccome n & arbitrario, abbiamo

lim [0 () — M (u; By (x0))] = 0.

In particolare, per ogni zg € R?\ (AU A.) esiste il limite
lim M (u; Br(z0)).

Infine, definiamo N(R) come N = AN (.2 4c) -
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